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 Предложен итерационный алгоритм сужения области определения функции распределения па-
раметров сверхтонкого взаимодействия, позволяющий повысить разрешающую способность мето-
да регуляризации Тихонова при решении обратной задачи мёссбауэровской спектроскопии.  
 Ключевые слова: мёссбауэровская спектроскопия, метод регуляризации Тихонова, ложные пики, 
минимизация невязки. 
 
 An iterative algorithm for narrowing the definition domain of the distribution function of the hyperfine 
interaction parameter is proposed. The use of this algorithm increases the resolving power of the Tikhonov 
regularization method for solving the inverse problem of Mossbauer spectroscopy. 
 Keywords: Mossbauer spectroscopy, Tikhonov regularization method, false peaks, minimization of the 
residual. 
 
 Введение. Как известно, цель обработки мёссбауэровских спектров (МС) — выделение парци-
альных составляющих спектра и определение их параметров сверхтонкого взаимодействия (СТВ). 
Каждая парциальная составляющая спектра характеризует группу резонансных ядер с определенны-
ми химическими и кристаллографическими свойствами. Корректное выделение парциальных состав-
ляющих обеспечивает физически обоснованную интерпретацию результатов обработки МС.  
 Однако при обработке МС новых, ранее не исследованных материалов априори неизвестно ко-
личество составляющих спектра. Более того, для наноструктурированных, механоактивированных 
или локально неоднородных материалов характерно наличие большого количества составляющих с 
существенно различающимися значениями параметров СТВ [1]. В этом случае принято находить не-
прерывную функцию распределения одного искомого параметра СТВ (например, сверхтонкого маг-
нитного поля на ядре), которая показывает вероятность присутствия различных составляющих  
в спектре. Для получения непрерывной функции распределения решается обратная задача, которая 
математически выражается интегральным уравнением Фредгольма первого рода:  
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H

H

K H V P H dH Y V V V V  ,       (1) 

где Y(V) — интенсивность резонансного поглощения как функция относительной скорости V;  
K(H,V) — функции, задающие форму парциальных составляющих спектра как суперпозицию лорен-
цевых линий; H — сверхтонкое магнитное поле на ядре как один из параметров СТВ, к которым так-
же относятся изомерный сдвиг и квадрупольное расщепление; P(H) — функция плотности вероятно-
сти распределения параметра H; [Hmin,

 Hmax]
 — интервал существования непрерывного распределения. 
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 Универсальным методом решения обратных задач является метод регуляризации Тихонова, ус-
пешно применяемый при решении обратных задач спектроскопии [2—4]: 

minP(H){||AP(H) – Y||2 + (||P(H)|| + ||P(H)||)},       (2) 

где A — основная матрица, аппроксимирующая интеграл уравнения (1) подходящей квадратурной 
формулой;  — параметр регуляризации. Метод регуляризации заключается в минимизации невязки 
уравнения (1) при условии гладкости решения ||P(H)|| и его производной ||P(H)||, которая регулирует-
ся параметром регуляризации. Тогда задача определения функции распределения параметра СТВ 
сводится к решению системы линейных уравнений и получению регуляризованного решения 

(ATА + B)P = ATY,     P = (ATА + B)–1ATY,           (3) 

где A — основная матрица; AT — транспонированная матрица; B — трехдиагональная матрица, опи-
сывающая гладкость функции; Y — экспериментальный MC; P— регуляризованное решение. Для 
успешного применения метода регуляризации к обратной задаче мёссбауэровской спектроскопии 
необходимо обеспечить восстановление экспериментального спектра в пределах статистической 
ошибки (например, по критерию Пирсона 2) при условии неотрицательности искомой функции рас-
пределения. Проблема получения неотрицательного решения, имеющего физическое обоснование, до 
сих пор актуальна.  
 При обработке МС упорядоченных материалов методом регуляризации возникают протяженные 
области, в которых функция распределения имеет вблизи нулевого значения осцилляции большой 
амплитуды (до 10 % амплитуды основного сигнала). На рис. 1 приведены МС упорядоченных спла-
вов и рассчитанные для них методом регуляризации функции распределения сверхтонкого магнитно-
го поля P(H). МС зарегистрированы на спектрометре ЯГРС-4М с источником 57Co в матрице Cr при 
температурах 300 и 77 К. Видно, что в областях, расположенных между пиками основных парциаль-
ных составляющих спектров, функции распределения осциллируют около нулевого значения. При 
этом если для упорядоченного бинарного сплава Fe3Si известно, что его МС содержит две состав-
ляющие со сверхтонкими магнитными полями и изомерными сдвигами H0 = 313 кЭ,  = 0.06 мм/с и 
H4 = 202 кЭ,  = 0.24 мм/с (соответственно 0 и 4 атома примеси в ближайшем окружении атома Fe, 
Тизм = 300 К) (рис. 1, а), то для квазибинарного сплава Fe75Si15Ge10, полученного для изучения маг-
нитных свойств в результате термического упорядочения механически сплавленного образца [5], ин-
терпретация такого решения проблематична (рис. 1, б). Пока можно указать только две составляю-
щие H0 = 339 кЭ,  = 0.12 мм/с и H4 = 215 кЭ,  = 0.30 мм/с. 
 

 I                                а                       P                            a 

   –6   –4   –2     0    2     4  V, мм/c  200      250       300      350   H, кЭ 

 б                                                     б 

2 = 1.12 

2 = 1.07 

 
 

Рис. 1. Экспериментальные (точки) и восстановленные (линии) мёссбауэровские спектры (а, б)  
и функции распределения  сверхтонкого  магнитного  поля (а, б)  для упорядоченных сплавов  

Fe3Si (а, а) и Fe75Si15Ge10 (б, б)  
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 Существуют разные способы решения этой проблемы. Самый распространенный способ добить-
ся неотрицательных значений в решении — увеличение параметра регуляризации, так как причиной 
возникновения осцилляций являются его малые значения. Действительно, в этом случае решение 
становится неотрицательным, но восстановление экспериментального спектра не происходит, так как 
2 >> 1 (pис. 2, а). Вместе с тем спектры упорядоченных материалов имеют конечное количество 
парциальных составляющих и хорошо обрабатываются дискретными методами. Однако если количе-
ство парциальных составляющих неизвестно, то существует риск потери информации при удовле-
творительном критерии 2 (рис. 2, б). 
 Возможно, следует просто обнулить все отрицательные значения решения (рис. 2, в), но тогда 
оставшиеся положительные составляющие (возможно, являющиеся ложными пиками) будут интер-
претированы физическими свойствами. Среди математических методов обработки данных спектро-
скопического эксперимента (EXAFS, РФЭС и EELFS) существует итерационная процедура с опера-
тором проектирования на неотрицательное множество решений [6—7]. Однако при обработке МС 
таким образом не удается добиться хорошего результата (рис. 2, г). По этой причине метод регуляри-
зации Тихонова, как правило, не используется для обработки спектров упорядоченных материалов. 
  

P                                            a                                           б 

 200         250        300         350       200         250        300        350   H, кЭ 

  в                                            г 

 
 

Рис. 2. Функция распределения P(H)  [206, 346] кЭ, полученная при  = 0.0001 (штриховые линии), 
для  спектра Fe75Si15Ge10 (

2 = 1.07)  и  функции  распределения  (сплошные линии):  
а — при  = 0.05 >> 0.0001 (2 = 2.40); б — две составляющие P1(H)  [206, 225] кЭ  
и  P2(H)  [332, 346] кЭ  при   = 0.0001  (2 = 1.75);   в  —  простое  обнуление  при 
 = 0.0001  (2 = 1.10);  г — процедура   проектирования   при   = 0.0001  (2 = 1.08)  

 
 Итерационный алгоритм сужения области определения решения. В данной работе предлага-
ется итерационный алгоритм, позволяющий получать неотрицательную функцию распределения.  
Он основан на утверждении, что для МС с положительно определенной резонансной линией (функ-
ция Лоренца) истинные функции распределения Р(Н) существуют только на интервалах с положи-
тельным решением по Тихонову и не могут существовать на интервалах с отрицательным решением. 
Алгоритм строится на методике вычисления регуляризованного решения системы линейных уравне-
ний (3) путем коррекции основной матрицы уравнения 

  11 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ,i i T i i TP x A A B A Y
   

        i = 0, 1 — номер итерации,   (4) 
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   А0 = А.                                                 (5) 

 После решения уравнения (4) с исходной матрицей (нулевая итерация) определяются области 
отрицательности функции распределения и соответствующие столбцы матрицы A заменяются нуле-
выми значениями (5). Таким образом, из интервала интегрирования исключаются области с отрица-
тельными значениями и уравнение решается только на положительных интервалах Р(Н). Как прави-
ло, это приводит к возникновению новых областей отрицательности на выбранном интервале интег-
рирования. Поэтому поиск положительного решения требует пошаговой процедуры уточнения ин-
тервала интегрирования с добавлением в матрицу (5) нулевых столбцов до полного исчезновения 
областей отрицательности. При этом ложные положительные пики Р(Н) исчезают, а истинные оста-
ются. Для получения неотрицательной функции распределения, гарантирующей восстановление экс-
периментального спектра в рамках критерия 2, как правило, достаточно 3—5 итерационных шагов.  
 Результаты и их обсуждение. При обработке МС квазибинарного сплава Fe75Si15Ge10 с помо-
щью итерационного алгоритма получены неотрицательные функции распределения сверхтонкого 
магнитного поля (рис. 3). Видно, что в результате сужения области определения решения происходит 
перераспределение парциальных составляющих, которое позволяет не только избавиться от отрица-
тельных значений, но и избежать появления ложных положительных пиков. Более того, появляется 
возможность уменьшать значения параметра регуляризации, что неуклонно приводит к повышению 
разрешения спектра. В результате в спектре выявлены четыре парциальных составляющих с пара-
метрами СТВ и долевым вкладом: H0 = 339 кЭ,  = 0.12 мм/с, 34 %, H3 = 269 кЭ,  = 0.21 мм/с, 5 %,  
H4 = 217 кЭ,  = 0.30 мм/с, 46 %, H4-11 = 210 кЭ,  = 0.30 мм/с, 15 %, соответственно. 
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Рис. 3. Функции распределения сверхтонкого магнитного поля P(H) (б), полученные при обработке  
мёссбауэровского спектра (а) квазибинарного сплава Fe75Si15Ge10 при разных значениях параметра 

 регуляризации (до итераций — штриховая линия, после итераций — сплошная) 
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 Дополнительная составляющая слабой интенсивности H3 характеризует атомы железа с тремя 
атомами примеси в ближайшем окружении, что свидетельствует об отклонении от стехиометриче-
ского состава в сторону меньшей концентрации примеси. Обнаруженное расщепление линии H4 по-
зволило объяснить вероятную причину возникновения двух конфигураций H4-11 и H4-12 с различным 
числом атомов примеси в четвертой конфигурационной сфере [5]. 
 Хорошо известно, что МС упорядоченных сплавов принято обрабатывать дискретными метода-
ми, так как количество составляющих в таком спектре невелико и, как правило, определяется визу-
ально. Однако, как видно из рис. 4, дискретная обработка не всегда дает удовлетворительный резуль-
тат. Указать расщепление линии H4 (рис. 4, а) стало возможным только после определения хорошо 
разрешенной функции распределения (рис. 3) методом регуляризации с итерационным алгоритмом. 
 

 I 

     –8       –6       –4        –2         0         2         4          6         8  V, мм/c 

а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б 

 Н4-11 
 Н4-12 
      Н3 
            Н0 

2 = 0.94 

2 = 1.27 

Н4 
      Н3 
            Н0 

 
 

Рис. 4. Результат дискретного разложения спектра квазибинарного сплава Fe75Si15Ge10 
 
 Более того, большинство существующих методик обработки МС для успешного применения 
требуют априорного задания количества парциальных составляющих спектра [8]. Один из немногих 
методов, свободных от такого ограничения, — метод регуляризации Тихонова. Основным ограниче-
нием использования метода регуляризации является необходимость задания параметра регуляриза-
ции. Применение итерационного алгоритма сужения области определения решения в методе регуля-
ризации Тихонова позволяет находить такое значение параметра регуляризации (рис. 3), при котором 
одновременно обеспечиваются определение неотрицательной функции распределения, имеющей чет-
кую физическую интерпретацию, и выполнение критерия 2. 
 Заключение. Применение итерационного алгоритма сужения области определения функции 
распределения параметров сверхтонкого взаимодействия позволяет повысить разрешающую способ-
ность метода регуляризации Тихонова. В результате при обработке мёссбауэровских спектров упоря-
доченных материалов методом регуляризации не возникает проблема отрицательных значений  
в функции распределения, что позволяет разрешать близкие по параметрам парциальные спектраль-
ные составляющие.  
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