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Показана возможность использования упрощенного выражения для оператора кинетической 
энергии в обобщенных координатах при решении квантово-химических задач для больших молекул. 
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The possibility of using a simplified expression of the kinetic energy operator in generalized coordinates 

when solving quantum chemical problems for large molecules is shown. 
Keywords: quantum chemistry, generalized coordinates, kinetic energy operator. 
 
Хорошо известно, что подавляющее число задач о движении в макромире ставится и решается не 

в декартовых координатах, а в обобщенных (криволинейных) с использованием уравнений Лагранжа. 
Причина понятна: c помощью обобщенных координат несравнимо проще вводить самые разнообраз-
ные потенциальные функции и учитывать особенности движений в объекте с целью достижения мак-
симальной наглядности. Это необходимо для дальнейшего использования результата. Нет сомнения 
в том, что при описании микромира на основе уравнения Шрёдингера ситуация будет развиваться 
иначе. Такие определяющие действия, как выбор потенциала (для сокращения употребляем этот тер-
мин) и системы координат, совершаются в классической и квантовой механиках совершенно одина-
ково. Кроме того, если задан потенциал и выбраны координаты, то кинетические слагаемые как в 
уравнении Лагранжа, так и в уравнении Шрёдингера находятся без каких-либо дополнительных дан-
ных. Математическая форма кинетического слагаемого в уравнении Шрёдингера в обобщенных ко-
ординатах найдена еще в начале “квантовой эры” [1]. Однако в дальнейшем этот подход не получил 
распространения. 

Найдем преобразованный вид оператора кинетической энергии кинT̂  в обобщенных координатах. 

Рассмотрим задачу о молекуле, т. е. об объекте с определенными ограничениями координат, опреде-
ляемыми формой потенциальной ямы. В этом случае получаются дискретные значения собственных 
чисел. За пределами данной области волновые функции становятся константами и на физические ха-

рактеристики объекта не влияют. Впервые математическая форма оператора кинT̂  была получена на 

основе известного правила замены переменных в интеграле. Значительно позже в квантовой теории 
введена форма оператора импульса [2—11]. Это позволило получить простое правило построения 
кинетического слагаемого в уравнении Шрёдингера, опираясь на аналогию с классическим выраже-
нием для кинетической энергии Ткин = (1/2)pTp, где p' и p — строка и столбец сопряженных обоб-
щенным координатам классических импульсов; T — квадратная симметричная положительно опре-
деленная матрица так называемых кинематических коэффициентов, она не изменяется при переходе 
от классики к квантовой механике и строится одинаково. 
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Переход к уравнению Шрёдингера осуществляется простой заменой классических импульсов 
соответствующими операторами p̂  так, что кин

ˆ ˆ ˆ(1/ 2)T p Tp . Здесь в строке p̂  содержатся операто-

ры, сопряженные операторам p̂ . При переходе от декартовых координат r к обобщенным координа-

там q оператор импульса –iħ/r принимает вид –iħJ–1/2/q, где J — якобиан преобразования коор-
динат. В результате оператор кинетической энергии после учета соотношения J = (detB)–1 приводится 
к виду 
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Здесь T = BM–1B; M –1 — диагональная матрица обратных масс атомов; B — матрица соотношения 
q r Β  ; r  — столбец декартовых скоростей атомов; F — функция (недифференциальный кинетиче-

ский оператор). 
При описании молекул наиболее удобны так называемые естественные координаты: длины свя-

зей, валентные и двугранные углы и др. Техника работы с такими координатами хорошо развита 
в теории колебаний молекул [12, 13], поэтому данный раздел квантовой теории молекул приобретает 
значение базового. 

С использованием матричной символики F можно записать в виде 

2

( ) ( )
2

'F q f Tf Tf
q

 
   


, 

где f — столбец с элементами 
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При вычислении производных от detT  d(q) применим формулу 1( ) ( )n
k kd q d q   , где 
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Детерминант dk(q) есть детерминант матрицы T, в которой все элементы k-й строки заменены 
производными от них по колебательной координате q. В данном случае штрих означает производ-
ную. Выражения для F получаются, конечно, очень сложными, однако их можно получить с помо-
щью компьютерных программ символьной математики, что в принципе позволяет записать оператор 

кинT̂  в обобщенных координатах в явном формульном виде. 

Приведем простой пример. Элемент матрицы T для угловой координаты γ в трехатомной моле-
куле имеет вид  = 1s1

–2 + 2s2
–2 + 0(s1

–2 + s2
–2 – 2s1

–1s2
–1cos), где ε0 — обратная масса частицы вер-

шины угла между единичными векторами e01 и e02 (стороны угла); s1, s2 — длины связей; ε1, ε2 — об-
ратные массы концевых атомов связей. Производная /s1 = –2s1

–2 (1s1
–1 + 0s1

–1 – 0s2
–1cos). Ана-

логично находится производная /s2. Матрица T имеет вид: 
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Хотя выражение для F получается громоздким, принципиально, что выражение для кинT̂  может 

быть записано в виде, явно содержащем координаты и производные от них. В силу локальности ко-
ординат в большом числе детерминантов-слагаемых dk появятся строки, целиком содержащие нули, 
что приведет к занулению большинства dk. Это резко упрощает общие выражения для F(q) и кинT̂ . 
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В выражении (1) для fq первый сомножитель (det T)–1 монотонно уменьшается с ростом размера 

матрицы, тогда как второй сомножитель (
1

n
kk

d
 ) всегда конечный. В простейшем случае, когда 

только один элемент матрицы T (например, τ11) зависит от координаты q, имеем d(q) = 11A11 = const, 
где A11 — алгебраическое дополнение элемента τ11. Следовательно, для больших молекул столбец f 
стремится к нулю и дополнительным членом F в общем выражении для оператора кинT̂  можно пре-

небречь. 
Матрица T независимо от конкретных выражений для ее элементов всегда может быть приведена 

к единичному виду с помощью преобразования Λτ
–1/2LpTLpΛτ

–1/2, где столбцы матрицы Lp являются 
собственными векторами, а элементы диагональной матрицы Λτ — собственными значениями мат-
рицы T. Поэтому можно считать, что в новых координатах Q оператор всегда имеет вид кинT̂ = 

= i2/Qi
2, тогда F = 0. 

Любая потенциальная функция в окрестности заданной точки имеет вид квадратичной формы 
W = q(2W/q2)q. Поэтому естественным базисом является гармонический с учетом преобразования 
W = Q

1/2LpWQLp
1/2Q. Сравнительно просто решается задача и с другими потенциалами. Возмож-

но, наиболее удобными и отвечающими реальной физической картине являются разновидности гаус-
совых потенциалов. В [14, 15] обоснована целесообразность введения гауссова потенциала при ре-
шении квантово-химических задач для молекул. Наряду с базовым потенциалом, имеющим вид  
–Aexp(–QQ), где A — глубина ямы (полная энергия электронно-ядерных взаимодействий),  
Λ — приведенная к диагональному виду матрица силовых постоянных, можно использовать и дру-
гие, например, несимметричные потенциалы –Aexp(–QQ) или сшитые из двух гауссовых функций 
в точке минимума (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Потенциал, полученный сшивкой двух различных гауссовых функций в точке минимума,  

и результаты решения соответствующего одномерного уравнения Шрёдингера 
 

В общем случае можно поступить следующим образом. Функция W многомерна. Всегда можно 
найти ее сечения V(Qi) при Qi  0, Qi≠j = 0 и построить серию уравнений с гамильтонианами 
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. Собственные функции таких гамильтонианов с произвольными потенциалами 

могут быть найдены, например, с помощью стандартных программ из пакета [16] и приняты в каче-
стве базисных. 
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