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Выведено новое интегро-функциональное уравнение для четырехмерного преобразования Фурье 
четырехточечной функции когерентности пучка лазерного излучения в турбулентной среде и найде-
ны два семейства точных аналитических решений данного уравнения. Эти решения имеют место 
для любого уровня флуктуаций показателя преломления воздуха. На их основе получены точные ана-
литические представления интегральных характеристик четырехточечной функции когерентно-
сти. В частности, найдены усеченные спектральные характеристики пространственной корреля-
ционной функции интенсивностей. Эти представления могут использоваться для тестирования 
асимптотических, численных и иных методов нахождения данной функции и для описания ее инте-
гральных свойств. 

Ключевые слова: турбулентная среда, многократное рассеяние, флуктуация, четырехточечная 
функция когерентности, интегральная характеристика, усеченные спектральные характеристики, 
инвариантное погружение, биективное преобразование, аналитическое представление, пучок лазер-
ного излучения. 

 
A new integro-functional equation for the four-dimensional Fourier transform of the four-point coher-

ence function of a laser beam in a turbulent medium is derived and two families of exact analytical solutions 
of this equation are obtained. These solutions are valid for any level of air refractive index fluctuations. Ex-
act analytical representations for integral characteristics of the fourth-order mutual coherence function are 
obtained on the basis of these solutions. In particular, the truncated spectrum characteristics of the spatial 
correlation function of intensities were sound. These representations can be used to test the asymptotical, 
numerical and other methods of finding this function and its integral properties. 

Keywords: turbulent medium, multiple scattering, fluctuation, fourth-order mutual coherence func-
tion, truncated spectral characteristics, integral characteristic, invariant embedding method, bijection 
transformation, analytical representation, laser beam. 

 
Введение. Корректное решение целого ряда научных и научно-технических проблем дистанци-

онного зондирования, передачи информации в открытых оптических системах связи, геодезии, тео-
рии плазмы, оптики рассеивающих сред, теории переноса излучения и астрофизики практически не-
возможно без исследования влияния регулярных или случайных (дискретных или непрерывных) про-
странственно-временных изменений геометрических и физических (в частности, оптических) харак-
теристик микроскопически неоднородных сред на процессы распространения излучения и формиро-
вания полей изучения в них. Классическими примерами указанных выше сред являются геофизиче-
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ские среды, к которым, в частности, относятся атмосфера Земли в различных ее состояниях и есте-
ственные или иные включения в ней. При этом в прозрачной части атмосферы Земли на распростра-
нение пучка лазерного излучения оказывают сильное влияние случайные флуктуации (они могут 
рассматриваться как непрерывные случайные изменения) показателя преломления n(r,t) (r — радиус-
вектор точки наблюдения, t — время) воздуха, которые вызываются его турбулентным движением. 
Несмотря на очень небольшие (10–6—10–5) амплитуды флуктуаций показателя преломления воздуха, 
пучок лазерного излучения на достаточно протяженных трассах проходит через очень большое коли-
чество оптических неоднородностей, что создает эффект накопления искажений параметров исход-
ного пучка за счет многократного рассеяния на этих неоднородностях. Такого рода рассеяние лазер-
ного излучения происходит практически полностью в направлении вперед, и рассеянием в обратном 
направлении можно пренебречь. Изменения поляризационных характеристик лазерного излучения 
из-за флуктуаций показателя преломления в земной атмосфере также весьма незначительны. Обосно-
вание этих двух утверждений дано, в частности, в работах [1—3], причем оно в значительной мере 
основано на том, что характерный размер неоднородностей показателя преломления земной атмо-
сферы значительно больше длины волны излучения λ. В ряде работ (см., например, [1—18] и ссылки 
там) с помощью различных теоретических и экспериментальных методов установлены некоторые 
фундаментальные закономерности распространения электромагнитного (в частности, лазерного) из-
лучения в турбулентной среде. При этом теоретические исследования проводились в основном в 
рамках использования скалярного квазиоптического (параболического) приближения волновых и 
связанных с ними уравнений. Однако до сих пор даже не разработаны точные и эффективные методы 
отыскания статистических моментов (выше второго порядка) комплексных амплитуд волновых по-
лей в случайно неоднородных средах. Следует особо подчеркнуть, что через моменты данного типа 
выражаются такие важные характеристики, как относительная дисперсия (индекс мерцаний) и про-
странственная корреляционная функция интенсивностей [13]. 

В настоящей работе выведено новое интегро-функциональное уравнение для четырехмерного 
образа по Фурье от четырехточечной функции когерентности 22(1,2,1,2; z) (она зависит от девя-
ти переменных) пучка лазерного излучения. Данное уравнение содержит в качестве свободных вели-
чин один скалярный параметр и один двумерный вектор. При выводе этого уравнения использован 
ряд эвристических процедур метода редукции общих соотношений инвариантности (GIRRM), кото-
рый является одним из общих и эффективных методов решения многомерных проблем теории пере-
носа излучения и математической физики (см., например, [19—28] и ссылки там). Посредством ана-
лиза свойств выведенного интегро-функционального уравнения впервые найдены в явной форме 
точные аналитические представления для семейств интегральных характеристик четырехточечной 
функции когерентности пучка лазерного излучения в турбулентной атмосфере. Данные представле-
ния верны для любого уровня флуктуаций показателя преломления воздуха. Эти представления мо-
гут использоваться при анализе точности асимптотических, численных и иных методов отыскания 
четырехточечной функции когерентности 22(1,2,1,2; z) и стать основой для строгого анализа ее 
свойств. 

Постановка задачи. Пусть [V] — замкнутое полупространство, на границе S которого располо-
жена плоскость OXYZ прямоугольной декартовой правой системы координат OXYZ. При этом ось Z 
направим внутрь [V]. Допустим, что [V] заполнено случайно неоднородной средой, свойства которой 
идентичны свойствам некоторой прозрачной части турбулентной атмосферы Земли. На любой плос-
кости z = const (const ≥ 0) возьмем четыре точки M1, M2, M3, M4, положения которых определяются 
радиус-векторами r1 = (11,12, z), r2 = (21,22, z), r1 = (11,12, z), r2 = (21,22, z). Введем обозначе-
ния: 1 = (11,12), 2 = (21,22), 1 = (11,12), 2 = (21,22). Полагаем, что полубесконечная среда 
облучается пространственно ограниченным монохроматическим линейно поляризованным пучком 
излучения, проекции напряженности электрического поля которого на оси X и Y могут быть записа-
ны в виде ei(t–kz)U(; z), где i — мнимая единица, k = 2/λ — волновое число, λ — длина волны излу-
чения,  — круговая частота излучения, U(; z) — комплексная амплитуда, которая является случай-
ной функцией и незначительно изменяется на расстояниях порядка длины волны излучения 
( = (1,2) — двумерный вектор, параллельный плоскости OXY). Считаем, что мощность пучка — 
конечная величина. Кроме ранее сделанных допущений полагаем, что объем известной информации 
о когерентных свойствах пучка излучения достаточен для задания четырехточечной функции ко-
герентности 22(1,2,1,2; z) на плоскости z = 0. Эта функция определяется следующим образом [13]: 
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22(1,2,1,2; z) = U(1; z)U(2; z)U*(1; z)U*(2; z),                (1) 

где … означает операцию усреднения по ансамблю реализаций; * — символ операции комплексно-
го сопряжения; величины U(j; z), где j∈1,2,3,4, имеют смысл комплексных амплитуд волнового 
поля на плоскости, задаваемой аппликатой z и параллельной плоскости OXY, в точках M1, M2, M3, M4 
соответственно. В [1—3] различными методами в рамках описанных выше предположений и свойств 
турбулентной среды получено исходное уравнение для функции 22(1,2,1,2; z): 
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 Функция F22(1,2,1,2; z) в уравне-

нии (2) опосредованно определяет влияние флуктуаций показателя преломления турбулентной атмо-
сферы Земли на четырeхточечную функцию когерентности 22(1,2,1,2; z) в процессе распростра-
нения излучения в положительном направлении оси Z. Она может быть записана в форме [13]: 

F22(1,2,1,2;z) = 2H(1–1;z) + H(2–2;z) + H(1–2;z) + H(2 –1;z) – H(2–1;z) – H(2–1;z), (3) 

где функция H(;z) определяется равенством 

        1 2 1 2; 2 Ф ; 1 cos ,   , ,  H z z dq dq q q
  

     ρ q q ρ q  

а функция    °
ε ε  Ф ; const Ф ; , z zq q где  εФ ;  zq имеет смысл спектральной плотности флуктуаций 

диэлектрической проницаемости  воздуха, которая с учетом соотношения εn   непосредственно 
связана с плотностью флуктуаций показателя преломления n (const — положительное число, которое 
определяется выбором форм записи прямого и обратного преобразований Фурье). Под символами 
типа a l здесь и далее понимается реальное или формальное скалярное произведение элементов a и l. 

Функция  °
ε  Ф ; zq  удовлетворяет равенству    ° °

ε εФ ; Ф ;z z q q , которое использовано при выводе 

искомого интегро-функционального уравнения. Для получения единственного решения уравнения (2) 
необходимо задать граничные условия. Считаем, что 22(1,2,1,2; z)z=0 известная функция. Это 
первое граничное условие. В силу конечности мощности излучения, проходящего через плоскость 
z = 0, и отсутствия иных источников в пределах открытого полупространства V (т. е. z  0) функция 
22(1,2,1,2; z) для любых z  0 должна стремиться к нулю, если хотя бы одна из величин 

1 2 1 2| |,| |, | |, | | ρ ρ ρ ρ  стремится к + . Такое поведение функции 22(1,2,1,2; z) на бесконечности 

играет роль второго граничного условия. Далее эти условия использованы при получении интегро-
функционального уравнения и точных аналитических представлений для интегральных характери-
стик четырехточечной функции когерентности. 

Процедура вывода искомых соотношений и уравнений. Преобразуем последовательно урав-
нение (2) с помощью двух замен переменных, которые родственны по форме двум стандартным за-
менам переменных, используемым в теории распространения лазерного излучения в турбулентной 
атмосфере [13]. Эти замены являются биективными и их можно записать в векторной форме: 

s s s
 ω ρ ρ ,     ,   1, 2s s s s  τ ρ ρ ; 1 2    u τ τ , 1 2 p τ τ .                               (4) 

После замен (4) и учета формулы (3) уравнение (2) примет вид: 
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где 
1 2
, , ,   ω ω u p  — двумерные операторы Гамильтона, а функция  22 1 2Г , , , ; z ω ω u p  равна функ-

ции 22 1 2 1 2Г , ,  ; )( , z ρ ρ ρ ρ , в которой проведены замены: 
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Функция  22 1 2  , , ;  F z ω ω u в (5) имеет вид: 
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C учетом описанных выше граничных условий применим к уравнению (5) сначала двумерное 
преобразование Фурье по переменной  1 2 ) ( ,p pp p  , а затем к полученному уравнению — двумер-

ное преобразование Фурье по переменной  1 2 ( , )u uu u   . В результате имеем: 
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Данное соотношение с помощью ряда действий, имеющих смысл процедур инвариантного  
погружения, разбиений [19, 20, 22—27] или биективных преобразований, можно привести к виду ин-

тегро-функционального уравнения. С этой целью разобьем функцию  22 1 2, , ;F z ω ω u  на два слагае-

мых, которые содержат один произвольный скалярный параметр ξ  и один произвольный веществен-

ный двумерный вектор  1 2,  α . Имеет место равенство  
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Подставим в (8) вместо функции  22 1 2, , ;F z ω ω u  ее представление в виде правой части (9). Пре-

образуем полученное соотношение посредством использования  формулы Эйлера, равен-

ства    ° °
ε ε  Ф ; Ф ; ,    z z q q четности косинуса, определений функций  22 1 2Г , , , ; ,z ω ω u γ  

 22 1 2Г , , , ; z ω ω ζ γ  и элементарных биективных замен переменных в трех двукратных интегралах, 

которые появляются в процессе приведения исходного соотношения (8) к удобной для дальнейших 
рассуждений форме. В результате получим интегро-дифференциальное уравнение: 
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           1 2 22 1 2 22 1 2 1 2cos ] Г , , , ; ξcos Г , , , ; .z z dq dq          
q ω ω ω ω q γ q α ω ω ζ γζ ζ  

Уравнение (10) можно упростить путем биективной замены переменных: 
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С учетом (11) уравнение (10) сводится к виду  
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Последнее слагаемое в левой части (12) выражается при 0 z  через неизвестную функцию 

22Г ( ) , что следует из (10). Если предположить, что функция )(g  в уравнении (12) является из-

вестной величиной, то его формальное решение можно записать в виде 

      

    

1 2 1 2 22 1 2

3
1 2

0

, , , ; exp , , , ; ;ξ, [Г , , , ;0
 

2π exp , , , ; ; , , , , ;ψ;ξ, ].
z

G z f z

k f z g dz

  

   

ω ω ζ γ ω ω ζ γ α ω ω ζ γ

ω ω ζ γ α σ ζ γ α


      

   
           (13) 

Здесь        1 2 22 1 2 , , , ; Г , , , ; ;   
2

kz
G z z z       

 
ω ω ζ γ ω γ ζ ω γ ζ ζ γ

       

     
3

1 2 1 1 2
0

, , , ; ;ξ, , ; ;ξ, .
16 2

zk kz
f z z z dz

        
 

ω ω ζ γ α ω γ ζ ω γ ζ α
         

   1 2,    ,     ψz z      σ ω ζ ω ζ  γ γ =
2

kz
. 

При выводе (13) учтено, что функция 22 1 2Г , , , ;0)( ω ω ζ γ  выражается непосредственно через 

функцию 22 1 2 1 2Г , , , ;0)(  ρ ρ ρ ρ , значения которой изначально считались известными. Уравнение (13) 

является искомым интегро-функциональным уравнением относительно неизвестной функции 

22Г )(  и позволяет представить ее в виде суммы двух (или трех при ξ  0)   слагаемых, которые мож-

но найти или оценить в некоторых случаях без его решения. 
Точные аналитические представления. Из (10) следует, что второе слагаемое в квадратных 

скобках в (13) обращается в нуль для любых ξ и α , если верно любое из равенств 

 1 2 2z ω ω ζ   =  1 2 2 ,    z z    ω ω γ    [0, ).                                      (14) 

Если выбран знак “+” в (14), то должны выполняться равенства 
ζ =  2 ,    0,0 γ ω 0 ,     1 1 2,b b ω b ,                                          (15) 

где b — произвольный вектор, параллельный плоскости OXY. В свою очередь, если выбран знак “–”, 
то должны выполняться равенства 

ζ =  1,   0,0  γ ω 0 ,          2 1 2,h h ω h ,                                          (16) 

где h — произвольный вектор, который, как и b, параллелен плоскости OXY. Отметим, что из ра-
венств (4), (6), (11) следует непротиворечивость каждого из условий (15) и (16). Если выполнены со-
отношения (15), то аналитическое решение интегро-функционального уравнения (13) имеет вид: 

     1
22 22Г , , , ; β , , Г 4 , , , ;0 ,z z k z   b 0 γ γ γ b b γ 0 γ γ      (17) 

где    2 1
1

0

 β , , exp ( 4 ; ),
z

z k k z z z dz        





γ b b γ  

        ° 2 1
1 ε 1 2 ,            1 2   ; π Ф ; (1 cos 2 δ ,δz z dq dq

  
       δ q δ q δ . 
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При получении (17) учтены соотношения (9), (11). Если выполнены соотношения (16), то анали-
тическое решение интегро-функционального уравнения (13) можно записать в виде 

     1
22 22Г , , , ; , , Г , 4 , , ;0 . z z k z      0 h γ γ γ h 0 h γ γ γ          (18) 

Аналитические решения (17), (18) с учетом определений функции 22Г )(  , векторов 

1 2 1 2, , , , ,ω ω u p τ τ   и соотношений (15), (16) с помощью ряда элементарных биективных преобразова-

ний несложно привести к следующим равенствам: 
         1 11

22 1 2 1 2 11 22 22 11 22Г , , ,  ; ρ ρ β ,4 ,  ;0 ρ ρ  ,i ie z d d z e Г d d
    
           

ρ γ ρρ ρ ρ b ρ γ b γ  (19) 

         2 2i1
22 1 2 1 2 11 22 22 11 22., , , ; ρ dρ β ,4 ,  ;0 ρ ρie z d z e d d

    
            

ρ γ ρρ ρ ρ ρ h γ h γ  (20) 

Интегрирование в (19), (20) выполняется по всему четырехмерному евклидову пространству E4, 
элементами которого являются все вектор-строки вида 11 12 21 22( , , , .)     При этом под симво-

лом 22 (  ;0)   в (19), (20) следует понимать функции 

    1 1
22 1 2 1 22 , , 2 ,  ;0 ,  k z k z

    ρ γ ρ ρ γ ρb  

    1 1
22 1 2 1 2, 2 , , 2  ;0 .k z k z

    ρ ρ γ ρ ρ γ h  

С точностью до множителя ( 12π)  левые части соотношений (19) и (20) совпадают с двумерны-

ми преобразованиями Фурье от двукратных интегралов 

 22 1 2 1 2 21 22Г , , ,  ; ρ ρ , z d d
 
    ρ ρ ρ b ρ  

 22 1 2 1 2 11 12Г , , ,  ; ρ ρz d d
 
    ρ ρ ρ ρ h . 

Данные двукратные интегралы и усеченные Фурье-образы (19) и (20) являются интегральными 

характеристиками четырехточечной функции когерентности 22 1 2 1 2  Γ ( , , , ; ).z ρ ρ ρ ρ  Отметим, что ле-

вые части равенств (19) и (20) при b = 0, h = 0 имеют смысл усеченных спектральных характеристик 
пространственной корреляционной функции интенсивностей. Из (19) и (20) с помощью двумерного 
обратного преобразования Фурье получим аналитические представления для выписанных выше дву-
кратных интегралов: 

       12 1
22 1 2 1 2 21 22 1 1Г , , , ;  4π exp( ( )) ,4 ,    z d d i z

  

 

               ρ ρ ρ b ρ γ ρ ρ γ b    
(21)

 

    1 1
22 1 2 1 2 1 2 11 12 21 22Г 2 , , 2 , ;0 γ γ ρ ρ ρ ,k z k z d d d d d d

        ρ γ ρ ρ γ b ρ  

       12 1
22 1 2 1 2 11 12 2 2Г , , , ; ρ ρ  4π exp( ( ))β ,4 ,  z d d i z

  

 

            ρ ρ ρ ρ h γ ρ ρ γ h      
(22)

 

    1 1
22 1 2 1 2 1 2 11 12 21 22Г , 2 , , 2 ;0 γ γ ρ ρ ρ ρ ,k z k z d d d d d d

       ρ ρ γ ρ ρ γ h  

где    1 11 12 2 21 22 ρ ,ρ ,  ρ ,ρ      ρ ρ . 

Подчеркнем, что правые части всех точных аналитических представлений (19)—(22) выражают-
ся через граничные значения четырехточечной функции когерентности на плоскости z = 0 и функ-

цию  1 ; z δ , которые изначально полагались известными. Наиболее простой вид (19) и (20) имеют 

при  = 0. В этом случае их можно записать как 

     22 1 2 1 2 11 22 22 1 2 1 2 11 22Г , , ,  ; ρ ρ β , , , , ,  ;0 ρ ρz d d z Г d d
   
            ρ ρ ρ b ρ 0 b ρ ρ ρ b ρ ,    (23) 

     22 1 2 1 2 11 22 22 1 2 1 2 11 22Г , , , ; ρ ρ β , , Г , , ,  ;0 ρ ρ .z d d z d d
   
            ρ ρ ρ ρ h 0 h ρ ρ ρ ρ h     (24) 
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Если b = h = 0, то β(z,0,0) = 1 для любых z ≥ 0 и правые части равенств (23), (24) являются кон-
стантами, которые полностью определяются граничными значениями функции 

22 1 2 1 2 0Г , , , ; ) |  .  ( zz 
 ρ ρ ρ ρ Поэтому левые части (23) и (24) для такого случая инвариантны по отноше-

нию к изменениям  0,z  . Для данной ситуации формулы (23), (24) несложно получить из выве-

денных ранее [18] соотношений (46.12)—(46.14). Однако если b ≠ 0 и h ≠ 0, то правые части соотно-
шений (23), (24) не являются константами, а сами соотношения обобщают инвариант (46.15) из [18]. 
При этом функция  β , , ,z 0 δ  которая полностью описывает зависимости правых частей (23), (24) 

от переменной z имеет вид:  

       2 2 1 °
1 2 ε0

β , , exp[ π 1 cos 2 Ф ; ], 
z

z k dq dq z dz
  
        0 δ q δ q       (25) 

где  = b или  = h ( ≠ 0). Для спектра флуктуаций Кармана [13] (имеет место равенство 
° °
ε εФ ; ) Ф ( ; )) ( z z δ δ функция (25) стремится к нулю при z  . Следовательно, интегральные ха-

рактеристики четырехточечной функции когерентности, определенные левыми частями равенств (23) 
и (24), также стремятся к нулю при z . Кроме того, для данного случая функция  β , ,z 0 δ  может 

быть записана в виде  

      2 °
0 ε0

0

β , , exp ( ) 1 J ) Ф ;   ,(
z

z k w w z dz wdw


 
   


  


 0 δ δ         (26) 

где 0 J ( )    — функция Бесселя первого рода нулевого порядка. 

Заключение. Полученные в явном виде общие точные аналитические представления для инте-
гральных (в частности, спектральных) характеристик четырехточечной функции когерентности ла-
зерного пучка излучения демонстрируют принципиальную возможность строгого и эффективного 
решения краевых задач для уравнения (2) для любого уровня флуктуаций показателя преломления 
турбулентной среды. Соотношения (19)—(24) указывают на заметное влияние исходных данных 

пучка лазерного излучения, а также типа зависимости интеграла  °
ε0

Ф ;
z

z dz  q  от переменной z и 

вектора  на изменения интегральных характеристик четырехточечной функции когерентности при 
увеличении длины трассы z. 
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