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Предлагается простой, пригодный для массового практического применения алгоритм расчета 
электронно-колебательных уровней энергии многоатомной молекулы. Подход основан на использо-
вании естественных координат и усреднении матрицы кинематических коэффициентов в операто-
ре кинетической энергии, что позволяет исключить из данного оператора недифференциальное сла-
гаемое, сильно усложняющее математическую процедуру. 

Ключевые слова: квантовая химия, электронно-колебательные уровни энергии, естественные 
координаты, оператор кинетической энергии. 
 

A simple algorithm for calculating the electron-vibrational energy levels of a polyatomic molecule, 
suitable for mass practical use, is proposed. The approach is based on using natural coordinates and aver-
aging the matrix of kinematic coefficients in the kinetic energy operator. This allows us to exclude from this 
operator the non-differential term, which greatly complicates the mathematical procedure. 

Keywords: quantum chemistry, electron-vibrational energy levels, natural coordinates, kinetic energy 
operator. 

 
Постановка задачи. Опыт решения сложных задач, к которым относится и задача о спектрах 

многоатомных молекул, показывает, что исходя только из первых принципов такое решение невоз-
можно. Приходится прибегать к использованию различных приближенных моделей и методов расче-
та. Это означает неизбежный переход к инженерному уровню описания. На основании мнения клас-
сиков науки Бора и Дирака [1, 2] можно сделать вывод, что поиск пригодного для практических це-
лей способа решения задачи о спектрах многоатомной молекулы “из первых принципов” без каких-
либо упрощений модели, а просто с помощью совершенствования математического аппарата лишен 
смысла. Одна из возможностей предлагается в настоящей работе. 

Уровни энергии электронов. Как известно, выражение для кинетической энергии имеет квад-
ратичный вид: 

kin
1

2
T p Tp , 

где p' — строка, p — столбец импульсов, сопряженных выбранным координатам; T — симметричная 
положительно определенная матрица так называемых кинематических коэффициентов. Соответ-
ствующий оператор в квантовой теории [3—12]: 
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Матрица T не изменяется при переходе от классики к квантовой механике, но классические им-

пульсы p заменяются на операторы 
a

i
q





 , где qa — одна из введенных координат. Выражение для 

оператора кинетической энергии приводится к виду 

kin
1ˆ ˆ ˆ
2

T p Tp F   , 

где F — оператор, не содержащий дифференцирования (недифференциальный кинематический опе-
ратор (НДКО). Наличие этого слагаемого приводит к значительным математическим трудностям, что 
ставит под вопрос возможность разработки дальнейшей математической процедуры, во всяком слу-
чае для многоатомной молекулы сделать это пока не удалось. Практически пригодный метод оценки 
значений электронно-колебательных уровней энергии основан на том, что при T = const слагаемое 
F = 0. Посмотрим, как это можно сделать.  

Используем так называемые естественные координаты (длины связей, углы между ними, дву-
гранные углы между плоскостями и др.), давно предложенные и применяемые в теории колебаний 
молекул [13, 14]. Эти координаты отличаются тем, что они локальны, соответствующие матричные 
элементы матрицы T также локальны и аналитически выражаются через координаты. 

Матрица T в естественных координатах имеет блочный вид: 
ee ev er

T ve vv vr

re rv rr

 
   
  

, 

где e, v, r — координаты для электронов, колебаний и вращений. Учтем, что элементы недиагональ-
ных блоков ev ~ Mn

−1, er ~ M −1, vr ~ M −1, где Mn и M — массы n-го ядра и всей молекулы, а элементы 
диагонального блока ee ~ m−1, где m — масса электрона. Это позволяет пренебречь в T недиагональ-
ными блоками, что соответствует адиабатическому приближению. 

Рассмотрим один электрон и примем в качестве электронных координат расстояния sn между 
электроном и ядрами. Тогда диагональные элементы блока (ee) равны m−1 + Mk

−1  m−1, а недиаго-
нальные m−1cos(e1,e2), m−1cos(e2,e3) и т. д., где 1, 2, 3 и т. д. — последовательно номера ядер; ei — еди-
ничные направляющие векторы, проведенные от электрона к ядрам. 

Выделим в блоке (ee) диагональную часть. Рассмотрим гамильтониан 
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где zn — заряды ядер. Такой гамильтониан соответствует задаче об аддитивном взаимодействии 
электрона со всеми положительно заряженными ядрами атомов молекулы. Собственные функции для 
соответствующей квантовой задачи имеют вид φe nn  . Функции φn — радиальные составляю-

щие атомных орбиталей, определяемые главными квантовыми числами. Учтем 
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где d12 — расстояние между атомами 1 и 2. Аналогично для пары атомов 2 и 3 и т. д. Зафиксируем 
геометрию молекулы, тогда d12 и др. станут константами, а cos(e1,e2) и др. — функциями двух коор-
динат s1 и s2 и т. д. 

Усредним матрицу Te блока (ee) по функциям Ψe. Элементы такой усредненной матрицы eT  

легко вычисляются и становятся константами. Оператор кинетической энергии для задачи об элек-
троне с матрицей Te имеет вид 
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Заменим в êT  матрицу Te на матрицу eT . Это, конечно, “навязанное” действие, но допустимое, 

если речь идет не о точной теории, а модельной (см. выше общую постановку проблемы). Матрица 

eT  = const, поэтому F = 0. При m << Mk матрица eT  — матрица с единицами на диагонали и косину-

сами вне ее. 
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Продиагонализируем матрицу eT  и приведем к виду e eL L  T . Матрица L — ортогональная и 

ее элементы безразмерны. Соответственно, заменим столбец 
s




 столбцом 
n

L
S s

 
 

. Элементы 

столбца 
S




 при L = const имеют смысл матрицы градиентов в пространстве координат sn. 

Обратимся к оператору 1 1
n n

n
W z s Zs     (здесь Z — строка зарядов, s−1 — столбец обратных 

расстояний sn
−1). Столбцы s LS  и S L s  имеют размерность длины, так как матрица L безразмер-

на. Используем важнейший результат: уровни энергии для пары взаимодействующих по Кулону ча-
стиц вообще не зависят от расстояния между частицами. Важна форма потенциала. Это позволяет 
для расчета уровней энергии электрона в поле ядер пользоваться модельным гамильтонианом вида 
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Уровни энергии выражаются в виде сумм энергий для каждого атома с заменой массы электрона 

на числа ( )λ e
n . Таким образом задача об электроне в поле ядер решается полностью. Для многих элек-

тронов в одноэлектронном приближении требуется просто учесть правило заполнения уровней. 
Колебания. Рассмотрим задачу о колебаниях в молекуле, что связано с блоком (vv). Обычно пе-

реход к числовой матрице Tv для такой задачи совершается путем замены всех величин в матричных 
элементах значениями для равновесной конфигурации молекулы. Приблизимся к реальности, приняв 
во внимание, что все элементы матрицы Tv, кроме отвечающих длинам связей, содержат в качестве 
переменных обратные длины связей. Поэтому напрашивается лишь частичное усреднение. 

Выберем в матрице Tv диагональные элементы для взаимодействия координаты самой с собой. 

Они постоянны и равны 1 1( )k kM M 
 , где k и k' — индексы атомов связи. Составим оператор 
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Здесь qk — координата изменения длины связи. Собственные функции такого оператора известны и 
являются произведениями k функций гармонического осциллятора. Обозначим их χk. Параметры uk 
выбираются по аналогии с типичными значениями силовых постоянных молекул. Другие элементы 
матрицы Tv выражаются через обратные массы атомов, обратные длины связей, скалярные произве-
дения ортов связей и других ортов [13, 14]. 

Усреднение всех матричных элементов проводим по функциям χv kk  . Числовую матрицу 

vT  получим, если все остальные величины, входящие в выражения для матричных элементов, при-

нять равными их значениям для точки равновесия — минимума потенциальной энергии. Это также 
приближение, которое можно назвать адиабатическим в пространстве естественных координат. 

Дальнейшие вычисления проводим обычным способом с учетом вида потенциала, который по-
лагается заданным при постановке задачи. Полная матрица vT  после усреднения есть константа, и 

оператор кинетической энергии приводится к диагональной форме: 
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где i — индекс нормальной координаты. 
Блок (rr) для вращения также можно усреднить по нормальным координатам, но получаются 

многомерные интегралы. Поэтому, принимая колебания малыми, не проводим усреднения, хотя в 
принципе это возможно. 

Заключение. В целом получается алгоритм, позволяющий рассчитывать, хотя и приближенно, 
значения электронно-колебательных уровней энергии молекулы произвольного размера. В качестве 
параметров выступает совокупность величин un. Общий результат, конечно, зависит от формы вво-
димого с самого начала потенциала. Как известно, эта форма не может быть единственной, что при-
водит решения задач о молекулах к неизбежному субъективизму. 
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